Ещё  раз  о  прямоугольном  треугольнике.
«При  изучении  наук   задачи  полезнее  правил»
Ю.Ньютон.


Дорогой  школьник , юный  покоритель  науки!  Допустим, ты  являешься  любознательным  учеником  одного  из  старших  классов. Тебе  хорошо  знакома  теорема  Пифагора,  а  также  формулы  Пифагоровых  троек.


Об  этом  неоднократно  говорилось  в  статьях, опубликованных  в  журнале  «Квант», а  также  в  книге  Б.А.Кордемского  «Математическая  смекалка» и  т.д. Например, в  журнале  «Квант», в  журнале  ИФМ №6-1997  в  статье  О.Ажигалиева  приведены  формулы  Пифагоровых  троек  и  составлена  соответствующая  таблица. Обратим  внимание  на  таблицу  №1.


По  таблице  1  находим, что  а=15, b=8, c=17.


Теперь  обратим  внимание  на  рис.1. Немного  подумав, ты  можешь  задать  себе  следующий  вопрос.  Имеется  ли  ещё  другой  прямоугольный  треугольник, у  которого  один  из  катетов  равен  целому  числу  15, а  другой  катет  и  гипотенуза  также  выражаются  целыми  числами. Если  считаешь, что  он  существует, то  попробуй  найти  его, в  противном  случае  это  надо  доказать. Подробный  ответ  ты  можешь  найти  в  ходе  решения  следующих  задач:
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Задача 1. Определить, на  сколько  при  неизменных  катетах  а=15, второй  катет  b  и  гипотенуза  с  искомого  прямоугольного   треугольника  больше  второго  катета  b=8  и  гипотенузы  с=17  данного  прямоугольного  треугольника.(рис.1). 

Допустим, ты  случайно  легко  справился  с  задачей, полагая  b=20  следовательно  с=25. А  теперь  следует  вопрос, что  при  а=15  могут  ли  быть  b  и  с  другими  целыми  числами  не  равными  b=20  и  с=25. Если  это  допустимо, то  ты  не  можешь  быть  уверенным  в  том, что  задача  имеет  только  одно  единственное  решение.


Задача 2. Сколько  всего  прямоугольных  треугольников, у  которых  один  из  катетов  равен  только  целому  числу  15, а  другой  катет  и  гипотенуза  также   выражаются  целыми  числами?

Из  условия  задачи  следует, что  количество  искомых  прямоугольных  треугольников  не  одно. Итак, рассматриваемые  задачи  близки  по  содержанию, поэтому  от  полного   решения  второй  задачи  зависит  окончательное  решение  первой  задачи.


Перейдём  к  решению  второй  задачи.


Решение. 1 способ. Сначала  рассмотрим  уравнение  [image: image2.png]


  где  а  в  уравнении  пусть  известное  целое  число. Число  [image: image4.png]


 представим  в  виде  произведения  двух  чисел  [image: image6.png]


=mn(m[image: image8.png]


0, n[image: image10.png]


0 и  m[image: image12.png]<n



)  и  найдём  целые  положительные  решения  уравнения  mn+[image: image14.png]b?



=[image: image16.png]


.  Из  уравнения[image: image18.png]


  следует, что  (c-b)(c+b)=[image: image20.png]


. Следовательно, (c-b)(c+b)=mn.       Положим c-b=m,  (c+b)=n,отсюда  находим   c=[image: image22.png]n+m



,  b=[image: image24.png]


 . Действительно,    mn+[image: image26.png]3=



=[image: image28.png]3=




Числа  n+m  b  n-m  нацело  делятся  на  2, если  множители n   m  имеют  одинаковую  чётность,  а  это  зависит  от  чётности  числа  a.

Таким  образом, множители  m  и  n   числа[image: image30.png]


  имеют  одинаковую  чётность    b=[image: image32.png]


,     c=[image: image34.png]n+m



    являются   целыми  положительными  решениями  уравнения  mn+ [image: image36.png]b?



 =[image: image38.png]


.   Следовательно,   [image: image40.png]


   являются  формулами  для  подбора  пифагоровых  троек  (где  а  произвольное  целое  число, m   n  целые  положительные  множители  числа [image: image42.png]


имеющие  одинаковую  четность).

Теперь  воспользовавшись  этими  формулами  при  a=15 найдём  целые  положительные  решения  уравнения  225+[image: image44.png]b?



=[image: image46.png]



   225      3   [image: image48.png]


=1[image: image50.png]


225,   m=1,   n=225,    b=112,    c=113

     75      3   [image: image52.png]


=3[image: image54.png]


75,      m=3,   n=75,      b=36,      c=39
     25      5   [image: image56.png]


=5[image: image58.png]


45,      m=5,   n=45,      b=20,      c=25
       5      5    [image: image60.png]


=9[image: image62.png]


25,      m=9,   n=25,     b=8,         c=17
       1

Итак, найдя  четыре  четные  целые  положительные  решения  уравнения,  тем  самым  определяем  четыре  прямоугольных  треуольника, у  которых  один  из  катетов  равен  15 (рис. 2).
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Можно  ли  уверенно  сказать, что  найдены  полные  решения  второй  задачи?  Ответ  на  данный  вопрос  ты  найдёшь  позже.


2  способ. Числа   a+b   и  с  имеют  одинаковую  четность, это  нетрудно  определить  по  таблице  (1). Поэтому, учитывая, что  c+b[image: image64.png]


 c  и  положив  a+b-c=2n   введём  переменные:  R=a-2n,  t=b-2n   тогда  a=R+2n,  b=t+2n  и   C=R+t+2n(n[image: image66.png]


 N,  R[image: image68.png]


 0 , t[image: image70.png]


0).  Откуда  исходное  уравнение  [image: image72.png]


  Запишется  в  виде  Rt=2[image: image74.png]


 . Отсюда,  t=[image: image76.png]


   или   t=[image: image78.png]2n’

a—2n



    и   R=[image: image80.png]2n’
b—2n




  ,  

a-2n[image: image82.png]


 0,  b-2n[image: image84.png]>0



    или   ( 1[image: image86.png]


       1[image: image88.png]


).

Таким  образом,   a=R+2n  b=t+2n,  c=R+t+2n    RT=[image: image90.png]2n?



   также  являются  формулами  определяющих  пифагоровых  троек, т.е.  все  целые  решения  уравнения  [image: image92.png]


  можно   найти  по  этим   формулам.  Например,   если  n=3    то  RT=18  или  [image: image94.png]RT =1X



 18 ,  отсюда  R=1  и  t=18,  откуда  находим  a=7, b=24   и  с=25.Аналогично  находим  a, b  и  с  при  R=2, t=9  и при  R=3,  t=6    и  т.д.  при  любом  натуральном   n.


Теперь  учитывая, что   [image: image96.png]a-2n



  ,  b=t+2n,  R=a-2n   и  C=R+t+2n    найдём  все  положительные  целые  решения  при  а=15  предыдущего  уравнения  225+[image: image98.png]b?



 =[image: image100.png]


,   1[image: image102.png]=n<75



при  n=7,  t=[image: image104.png]2x72
15-2x7



  ,  отсюдa   t=98.  Следовательно,  b=112,    и    c=113.
При   n=6,   t=24,   b=36,  c=39.

При   n=5,   t=10,   b=20,   c=25.

При   n=4,   t=[image: image106.png]


,    b=[image: image108.png]


,    c=[image: image110.png]


.
При    n=3,   t=2,     b=8,     c=17.
При    n=2,   t=[image: image112.png]11



,    b=[image: image114.png]


,    c=[image: image116.png]173



.
При    n=1,    t=[image: image118.png]13



,   b=[image: image120.png]


,     c=[image: image122.png]197



.

Отсюда  видно, что  при  n=7,6,5,3    b  и   c  принимают   целые  положительные  значения, т.е.  как  и  в  первом, так  и  в  этом  случае  уравнение  225+[image: image124.png]b?



 =[image: image126.png]


имеет  те  же  целые  решения. Тем  не  менее,  ты  не   торопись  с  окончательным  выводом, что  найдены  полные  решения  второй  задачи.  Решив  в  последствии  ещё  одну  задачу  ты  придёшь  к  окончательному  выводу.  При  больших  значениях  а  опираясь  на  формулу 
t=[image: image128.png]2n’

a—2n




целесообразно  составить   программу  для  компьютера, чтобы  определить  пифагоровы  тройки. С  помощью  программы  определяем  не  только  пифагоровы  числа, но  и  найдём, например, при  а=72  все  положительные  решения  уравнения   5184+ [image: image130.png]b2



=[image: image132.png]



Найдя  с  помощью  компьютера  любое  количество  действительных  решении  все  положительные  решения  уравнения  5184+ [image: image134.png]b2



=[image: image136.png]


  ты  убедишься  в  межпредметных  связях  алгебры, геометрии  и  информатики. 


Опираясь  на  вышеуказанные  формулы  составим  упорядоченную  таблицу  пифагоровых  троек (табл. 2).


По  таблице (2) определяем  следующие  закономерности  пифагоровых  троек. Если  а  нечётное  число, то  наименьшая  разность  чисел  с  и  b  равна  единице, а  когда  а  чётное  число, эта  разность  равна  двум, т.е.  c-b=2. Если  а  простое  число, то  число  пар  пифагоровых  троек  при  данном  значении  а  равно  единице.

Рассмотрим  по  таблице  №2  некоторые  значения  а:  а=4, 8, 16… и  соответствующие  им  значения  b  и   c. В  результате, получим  таблицу  №3.


По  таблице  №3  ты  можешь  определить  ещё  одну  закономерность   пифагоровых  троек.


Задача 3. Доказать, что  при  а=15  кроме  указанных  по  таблице  №2  четырёх  прямоугольных  треугольников  не  найдётся  другого  прямоугольного  треугольника, у  которого  второй  катет  и  гипотенуза  также  выражались  целыми  числами.

Решив  предлагаемую  задачу  ты  можешь  сказать, что  решения  предыдущих  задач  обоснованы  и  завершены.


Упражнение: Найти  при  n=10,  11  действительные  решения  уравнения      225+[image: image138.png]


.











Таблица  №1

	а
	 3
	 9
	15
	13
	20
	60
	56
	80
	25
	35
	7
	20
	5
	28
	36
	72

	b
	 4
	40
	 8
	84 
	21
	11
	33
	39
	312
	12
	24
	99
	12
	45
	77
	65

	с
	 5
	41
	17
	85
	29
	61
	65
	89
	313
	37
	25
	101
	13
	53
	85
	97














Таблица №2
	а
	 3
	 4
	 5
	 6
	 7
	 8
	 8
	 9
	 9
	10
	 …
	15
	15
	15
	15

	b
	 4
	 3
	12
	 8
	24
	 6
	15
	12
	40
	24
	 …
	 8
	20
	36
	112

	с
	 5
	 5
	13
	10
	25
	10
	17
	15
	41
	26
	 …
	17
	25
	39
	113












Таблица №3
	а
	 4
	 8
	 8
	16
	16
	16
	32
	32
	32
	32
	64
	64
	64
	64
	64
	 …

	b
	 3
	 6
	15
	12
	30
	63
	24
	60
	126
	225
	48
	120
	252
	510
	102
  3
	

	c
	 5
	10
	17
	20
	34
	65
	40
	68
	130
	257
	80
	136
	260
	514
	102
   5
	 …
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